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R~sum~ 
Nous 6tudions dans l'anneau 7q[Xo,X1 .... ,Xm] des polynrmes ~ m + 1 variables et ~ co- 
efficients dans le corps fini h q 616ments, l'idral homogrne J engendr6 par les polynrmes 
homogrnes qui s'annulent sur tout l'espace. Cet idral s'introduit naturellement lors de l'rtude 
des codes de Reed-Mfiller projectifs (cf. [7, 8]). Nous donnons une rrsolution libre du quotient 
g:q[Xo,Xl,... ,A%]/J en utilisant le complexe de Eagon et Northcott (cf. [4]) qui grnrralise le 
complexe de Koszul (cf. [5]). Ceci permet en particulier de calculer directement les dimensions 
des composantes homogrnes de l'idral. (~) 1998 Elsevier Science B.V. 
1991 Math. Subj. Class.. 12E20, 13-XX, 94BXX 
1. Int roduct ion - notat ions 
Soit p un nombre premier, q = /¢ et ~:q le corps fini ~ q 616ments. Soit m un 
entier > 1. Nous notons ~(q,  m + 1 ) l 'espace g:q[Xo,X1 . . . . .  Xm] des polynrmes ~ m + 1 
variables et fi coefficients dans ~:q et Z/f(q,m + l ,d )  le sous espace de ~@(q,m + 1) 
constitu6 des polyn6mes homog~nes de degr6 d. La drcomposition 
~(q,m -4- 1) = ~ J~'~(q,m + 1,d) 
d_>0 
foumit ~ ~(q,m + 1) une structure d'alg6bre gradure. 
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Soit • l'idral de l'anneau ~(q,m + 1) constitu6 des polynrmes qui s'annulent sur 
tout l'espace H zm+l -q •
I1 est bien connu que (cf. [6, Thror~me 1]). 
Lemme 1.1. L'id~al ~¢ est engendrb par les polynrmes Xi q -X i  off 0 < i < m. 
et aussi que (cf. [6, Lemme 1] ou [3, Lemme 1.3]). 
Lemme 1.2. Si f est un polynrme rkduit (i.e. les deorks partiels de f sont tous <_ 
q - 1) alors f s'annule sur tout H :m+l si et seulement si f = O. -q 
Que dire du problrme analogue concernant les polyn6mes homog~nes? Plus prrcisr- 
ment soit Ja  le sous espace constitu6 des polynrmes fE~'~(q ,m + 1,d) tels que 
f (x )  = 0 pour tout x dans UZq +1. Notons j l'idral homog~ne 
J= ~Jd. 
d_>0 
Peut-on donner une description simple de cet idral? 
Remarque. Pour chaque d nous avons Ja  C ~'  et donc j C ~¢. 
2. G~n~rateurs de I'ideal J 
Notons J l'idral homog~ne de ~(q, m + 1) engendr6 par les polynrmes X/Xj q --x/qsj 
o f i0_<i<j<m.  Ainsi 
J=  ~Jd  
d_>O 
o~ ~a est l'espace des polynrmes f tels que 
f(Xo,X~ .. . . .  Xm) = Z (xiqsJ - S iX j  q)Qi'j(XO'XI . . . . .  Xm) 
O<_i<j<m 
avec 
et 
Qi , jE~(q ,m+l ,d -q -1)  s id>q+l  
Qi,j : 0 sid <_ q. 
Dans [2] le Lemme 7.2.4, p. 38 6nonce l'rgalit6 des idraux Je t  J .  Nous donnons 
ici notre propre drmonstration de ce rrsultat. 
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Th6or6me 2.1. Pour tout degrd d > 0 nous avons 
Ja  = jd .  
En particulier si d <_ q alors J a  = {0}. 
Preuve. Chaque 616ment du corps ~q v6rifie xq = x. I1 en d6eoule que Ja  C Ja .  I1 
reste /l prouver que ~-¢a C Jd .  Examinons trois cas. 
- Cas 0 < d _< q -  1. Un polyn6me de Ja  est alors un polyn6me r6duit s'annulant 
sur I:~ "+1. D'apr6s le Lemme 1.1, il est nul. Done Ja  = {0}. 
- Cas d = q. 
- Casd_>q+l .  
Nous renvoyons la d6monstration des deux demiers cas apr6s les deux lemmes cl6s 
suivants. 
Le lemme suivant est une am61ioration du Lemme 1.1. 
Lemme 2.1. Si f est dans ~d, nous avons 
m 
f (Xo,X~ . . . . .  Xm) = E Oi(Xo,Xl . . . . .  Xm)(X, q -- Xi)  
i=o 
o5 Qi est un polyn6me tel que deg(Qi) <_ deg( f )  - q. 
Preuve. Soit f E ~(q,  m + 1 ). Chaque mon6me de f 
tel que ~0 _> q peut ~tre 6crit 
axe°. . .X,~" = a(X~ ° - Xo °-q+l )Yla'...X~ 'n + aYo°-q+lyla'...Xn~ m 
oXoO-qX~l..  ~- q aXoO-q+lXl, .Xr~'. = (x  o -Xo)+ . .  
Remarquons que 
deg(aXo°-qx~'  . . .Xr~" ) ~ deg( f )  - q. 
Maintenant s i  :~o - q ÷ 1 > q nous it6rons le proc6d6 sur le terme 
aXo°-q+ l x~'  . . .X,~ ~ 
avee la m~me variable X0, et ceci jusqu' h obtenir un exposant de X0 strictement 
inf6rieur h q. De telle sorte que 
axe° . . .X~"  = qo(Xo,Xl . . . . .  Xm )(X q - Xo ) ~-- oX~OXI~]...X~ m 
avec deg(qo) < deg( f )  - q et flo < q. 
230 D.-Z Mercier, R. Rolland/Journal of Pure and Applied Algebra 124 (1998) 227~40 
Nous recommen~ons alors avec la variable )(1, en partant du terme 
aXoe°X; l  . . .X ,~ m. 
Apr6s traitement de routes les variables nous obtenons en conclusion 
aXe) ° . . .X~ ~ = ~ q,(Xo,Xl . . . . .  Xm)(X, q - X,.) + aXo~°X~  ...X~m ~ 
i=0 
off deg(qi) <_ deg( f )  - q et fli <_ q - 1. 
Par lin6arit6 f peut 6tre 6crit 
f (Xo,X l  . . . . .  Xm) = ~ Qi(Xo,Xl . . . .  ,Xm)(Xff - -Xi)  + f*(Xo,X1 . . . . .  Am) 
i=0 
off deg(Qi) <_ deg( f )  - q et off f *  est un polyn6me r6duit. 
Si f s'annule sur tout l'espace, il est clair que f *  en fait de m6me, et d'apr6s le 
lemme 1.2 f *=0.  [] 
Remarque. Nous remercions le rapporteur de nous avoir fait remarquer que ce Lemme 
2.1 d6coule aussi du fait que {X/q -X /}  est une base de Gr6bner de d ,  puisque les 
mon6mes dominants respectifs {x~q} forment une suite r6gulibre. 
Lemme 2.2. Supposons d >_ q+ 1. Soit fun  kl~ment de Ja  tel que Xm soit en facteur 
dans f .  Alors f est dans Jd. 
Preuve. Calculons dans le corps des fractions de Fq(Xo,X1 . . . . .  Xm). 
. . . . .  Xm ,1 =Xdmf(Yo, Yl . . . . .  Ym-l,1). 
Comme Xm appara~t dans chaque mon6me de f ,  le polyn6me fim variables f(Y0, Y1 . . . . .  
Ym-1, 1) est de degr6 _< d -  1. De plus, puisque f (Xo ,Xb . . . ,Xm)  s'annule pour 
tout  X E -q[Tm+l, le polyn6me f (Yo,  Y1 . . . .  • Ym-l,1) s'annule pour tout y C Yq. D'apr6s 
le Lemme 2.1 
m--I 
f (Yo,  YI . . . . .  Ym-l, 1) = ZQi (Yo ,  Yl . . . . .  Ym-l)(Yff -- Y/) 
i=0 
od 
di = deg(Qi) <_ deg( f (Yo ,  Y1 . . . . .  Ym-1, 1)) - q <_ d - 1 - q 
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si bien que 
m-l g"o-.xm Xm- l '~( (g i )  q X i )  
f (Xo ,g l  . . . . .  Xm ) = •drn ~ Qi y , . 
• "x , . /  ~ 
i=0 
m- ]  
. . . .  - x~x~ ). 
i=0 ~ Xm 
Mais pour chaque i
Qi \ , ,m ( XO,y_ .... Xm-l ) Xm = X~n i~Li(X°'X' . . . . .  X,n) 
off Li(Xo,Xa .... ,X,,) est un polyn6me homog6ne de degr6 di. Done 
m--1 
Xm)=~-'~ 1 " d--l-q q f (Xo,X l  7;j:Li(Xo,X~ . . . . .  Xm)X,~ (X~ Xm - XiXm q) 
i=o Xm' 
m--] 
d--l-q--d, = ~x~ L~(Xo,Xl ..... Xm)(X, qx~ X,X~). 
i=0 
Mais d- l -q -d i>_O,  donc fc Ja .  [] 
Remarque. En fait cette derni6re expression obtenue pour f est plus pr6eise que la 
conclusion du Lemme 2.2. 
Fin de la d~monstration du Th~or~me 2.1. Examinons d'abord le cas d = q. Si f est 
dans ~d,  f est aussi dans ~.  Par le Lemme 2.1 nous savons que 
f(Xo,X1 . . . . .  Xm) = ~ Ai(Xi q - Xi) 
i=0 
off les Ai sont des polyn6mes constants. I1 est facile de voir maintenant qu'une telle 
somme n'est homog6ne que si les Ai sont nuls. Done f = 0 et ~-¢d = {0}. 
Traitons maintenant le cas d _> q + 1. 
La d~monstration est faite par r6currenee sur m. 
- S im = 1, f (Xo,X1)  est un polyn6me homog6ne ~ 2 variables et de degr6 d: 
d- I  
f (Xo'Yl ) = adXg ÷ ~_a aiXoXd-i" 
i=0 
Comme f s'annule sur tout l 'espace, f (1 ,0 )= 0 et done ad = O. 
Par suite f (Xo ,X l )  satisfait aux hypotheses du Lemme 2.2. On en d~duit le r6sultat 
pour m = 1. 
- Si m > 1, supposons le r~sultat vrai pour tout 1 _< k < m. Soit f(Xo,X1 . . . . .  X,,) un 
polyn6me de Jd .  Nous pouvons ~crire 
f (Xo,Xl . . . . .  Xm ) = g(x0,gl  . . . . .  gin) + h(Xo,X1 . . . . .  gin-1 ) 
232 
Off 
et 
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g( Xo,Xl ,  . . . ,Xm ) = ~ ~o ~ a~o...etmX ~ . . .X  m 
~o ~'- • --:tm =d 
~rn / O 
h(Xo,XI . . . . .  Xm- l )  = ~ a oy~o v~- ,  
~0. . .0~m_lL~X 0 • . .~Xm_ I . 
~0+"  "+:Xm -- I zd  
NOHS savons que 
f (xo,xl . . . . .  Xm- ~, O) = h(xo,xl . . . . .  Xm-- ~ ) = 0 
pour tout (X0 ,X  1 . . . . .  Xm--1 ) E ~-~. 
Par hypoth~se de r6currence 
h(Xo . . . . .  Xm-~ ) = ~ qid(Xo . . . . .  Xm-l  )(x~qxj - XiXjq). 
O<_i<j<m--I 
Comme f et h s'annulent sur tout l 'espace ~m+l  -q , g en fait de m~me. Si bien que g 
satisfait aux hypotheses du Lemme 2.2. Donc 
m-- I  
g(Xo,Xl . . . . .  xm ) = ~ ti(Xo,Xl . . . . .  Xm )(XqXm -- x~xq ). 
i=0  
Les expressions obtenues pour 9 et h perrnettent de conclure. [] 
Comme cons6quence directe du Th6or~me 2.1 nous avons 6videmment 
Corollaire 2.1. L'idOal homogkne Jes t  engendrO par les pob,n6mes xiqxj - X, Xj  q. 
3. R~solution libre de ~(q, m + I)/~¢ 
Soit A la matrice ~ coefficients dans l 'anneau ~a(q, m + 1) suivante 
X0 x~ ...x,,) 
A= xgx ,~ X~m " 
I1 est clair que l' id6al J est l' id6al engendr6 par les d&erminants d'ordre 2 extraits de 
la matrice A. 
Calculons tout d'abord la hauteur h t ( J )  de l' id6al J ,  dont nous aurons besoin par 
la suite. 
Lemme 3.1. La hauteur ht(o¢) de l'idOal J est m. 
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Preuve. Notons ~:q la cl6ture alg6brique de ~:q. Si on note V( J )  la sous-vari~t6 
alg6brique projective de l'espace projectif ~.:Dm(~_q) de dimension m sur ~:q donn6e par 
l'id6al J ,  on a 
V(D f) .~-  ~m([Fq). 
Ainsi cette sous-vari6t6 est form6e d'un nombre fini de points et on obtient les id6aux 
premiers minimaux de J en prenant les id6aux de  = I ({P})  associ6s aux points 
P E pm(~q). Chacun de ces id~aux a pour hauteur m (pour le voir on peut par exemple 
se placer dans l'espace affine de dimension m + 1 et travailler avec la vari6t6 conique 
associ6e fi V ( J ) ;  dans ce cadre les id6aux I ({P})  d6finissent des vari6t6s de dimension 
1). Or on sait (cf. [1], p. 13, Exemple 1.2.2) que ht ( J )=min(ht (sCe) ) ,  on en d6duit 
le r6sultat. 
Remarque. On rappelle que la profondeur d'un id6al A d'un anneau R, not6e gr(A)  
est la longueur p maximale d'une suite al,a2 . . . . .  ap d'616ments de A telle que pour 
tout 1 < i < p, ai ne soit pas un diviseur de z6ro dans R/(al  . . . . .  ai- l)R. 
On sait que dans l'anneau de Cohen-Macaulay ~(q,m + 1), la profondeur de tout 
id6al propre est 6gale fi sa hauteur. Par suite 
gr( f l  ) = m. 
Suivons alors la d6marche de [4] pour d6terminer une r6solution libre de J .  Soient 
Yo, ]I1 . . . . .  Ym des ind6termin6es et ~ la ~(q,  m + 1)-algbbre xt6rieure construite sur 
ces ind~termin6es. L'alg~bre ~( est gradu6e 
d>O 
off ~d a pour base les produits 
Y~, A Yi2 A . . .  A h, 
avec 0 _< il < i2 < ..- < id <_ m. 
Nous pouvons alors associer fi chacune des deux lignes de la matrice A une d~rivation 
sur .~. en posant 
d 
. . . .  1 ~/+Ix ,  AI(~,AYi2A AYia) Z ( -  1" bY6Afi, A'"Yi;'"Aria 
j= l  
et 
A2(h ,  
d 
A r,. A- . .  A ri.) = ~( -1 ) ;+~x,~r ,  ., A r,. A. - .  ~i, .. • A r,. 
j=l 
off suivant la convention habituelle le chapeau sur une ind&ermin6e signifie que celle-ci 
manque dans le produit. 
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Soit ~ l'anneau ~(q, m + 1)[Z1,Z2] des polynrmes en deux variables et h coefficients 
dans l'anneau ~(q, m + 1). Notons ~d le ~(q,  m + 1)-module constitu6 des 616ments 
de ~ homog~nes de degr6 d en ZI,Z2. 
On drfinit alors pour tout 0 _< j < m - 1 le produit tensoriel 
40+,  = -~j+2 ® ~j  
et on pose 
Jff0 = ~(q,  m + 1 ). 
On dispose alors pour tout 1 < j < m de la d&ivation d j, homomorphisme de ~,Vj 
dans ~4Fj_l, drfinie pour j > 1 par 
dj(Y~, A Y,~ A- . '  A ~,+, ® Z~Zj - ' -~)  = &(Y,  ., A Y~ A . . .  A r,~+,)®Z~-~Z~ -~-~ 
7cL TJ--2--~ ÷A2(Y/,  A Y~2 A . . .  A Y/j+, ) @ ..q ~2 
off le premier terrne (resp. le deuxi~me terme) de la somme intervenant au second 
membre est ignor6 si ~ = 0 (resp. ~ = j - 1), et pour j = 1 par 
dl(Yil /~ Yi2 (~ l)=X/'lXi q - -  x l 'q~/2  • 
Nous obtenons alors le th6or~me suivant 
Th6or/~me 3.1. La suite ( J f  j)o<_j<_m est une r&olution libre de l'idkal J c'est@-dire 
que la suite 
dm dm _ I d2 d I s 
0 --~ ~Um > ~m- I  ~ ... "~ ~/~1 ~ JV'o > ~(q ,m + 1)/~ -~ 0 
est exacte (s est la surjection canonique de ~(q ,m + 1) sur ~(q ,  m + 1) / J ) .  
Preuve. L'anneau ~(q, m + l) est Noetherien, J en est un id6al propre d6fini par une 
matrice 2 × (m + 1) et la profondeur de Jes t  (m + 1) - 2 + 1 = m (cf. la remarque 
du Lemme 3.1). En vertu du Th6or~me 2 de [4] on en d6duit le r6sultat. [] 
4. Relations entre les polynSmes XiX 7 -- XfXj 
I1 s'agit de d~terminer les familles de polyn6mes 
( Qi , j (Xo,XI  , . . . ,Xm ) ) o<i < j<_m 
telles que 
Z Oi, j (X° 'X l ' " "Xm)(X iLq -x iqx J )=O"  
O<i <j<m 
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Une telle famille donne une relation entre les polyn6mes X/X 7 -x/qxj .  On notera ~l  
l'ensemble de ces families de polyn6mes. 
Th~or~me 4.1. ~ l  est l'iddal de ~o<i<j<m ~(q,m + 1) engendrd par les dlkments 
eil,i2,i3 = (Q i , j (Xo ,X i  . . . . .  ~fm))o<i<j<_m 
oft 0<_il <i2 <i3 <_met oft 
Qil, i2(Xo,X1,.. . ,Ym) = Xi3, Qi,,i3(Xo,Yl . . . .  ,gm) = --Yi 2 
Qi2,i3(Xo,X1,...,Xm) = X h, Qi, j(Xo,X1 . . . . .  Xm) = 0 sinon 
et les Olkments 
fi,,ie,i3 = (ai,  j (Xo,Xl , . . . ,Sm))o<i<j<_m 
oft 0<i l  <i2 <i3 <_met oft 
Qi,, iz(Xo,Xl,. . . ,Xm)= Yiq, Qi,,i3(Xo,Xl . . . . .  Xm)= -Y i  q 
Qi2,i3(Xo,XI,... ,Xm) = Xi q, Qi, j(Xo,XI . . . . .  Xm) = 0 sinon. 
Preuve. On peut clairement identifier le ~(q,m + 1)-module ~Pl avec le module 
~0<i<j_<m g~(q,m + 1) en identifiant Y, A Yj ® 1 avec l'616ment dont toutes les com- 
posantes sont nulles sauf celle d'indice (i,j) qui vaut 1. 
En revenant h la d6finition de dl,  on voit que ~1 = Ker(dl). Mais on sait que le 
noyau de dl est l' image de d2. I1 suffit alors de calculer l' image par d2 de la base 
constitu6e des 616ments Y,, A Y~ A Y,3 ® Z1 et des 616ments Y,, A Y~2 A Y~3 @ Z2 de ~/'2 
pour avoir un syst6me de g6n6rateurs de l'id6al .~l. 
d2(Yi, A Yi2 A h3 ®Zl)  = Al(Yil A Y6 A Yi3)® 1 
= X,., Y~2 A Y~., ® 1 - Xi2 ~, A Y~, ® 1 + X h Yi, A Ya ® 1 
et 
d2(Y/, A Yi2 A Y6 ®Z2)  = As(h ,  A Yh A Yi3)@ 1 
---x/qh2 A Y/j @ 1 -- x iqh,  A Y/j ® 1 + ~qY,, A -'Yh @ 1 
D. ce qui d6montre le r6sultat. 
Remarque. Les vecteurs 
= (o . . . . .  o ,x ,q& - x , ,x ,q ,  o . . . . .  o,x, x,q - x ,  qx, , ,  o . . . . .  o), 
off les deux composantes non nulles X,.qX/2 -X/,X/q et X/3x/4q -x/qx~.~ sont respectivement 
aux places d'indices (i3,i4) et (h,i2), qui donnent clairement des relations, s'6crivent 
grfice aux g4n6rateurs indiqu6s sous la forme 
gil ,i2,i3,i4 : Xiq ei, ,i2,i3 -- Xiq ei~ ,i2,i4 Jr S i2 f  ibi3,i4 - Xi, f i2,i3,i4. 
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5. Les dimensions 
5.1. Fonctions associ~es ~des polyn6mes homogknes 
Suivons [7] pour associer ~ tout polyn6me homog~ne une fonction d6finie sur l'espace 
projectif pm(q). 
Notons ~(q ,m)  l'espace des fonctions d6finies sur pro(q) ~t valeurs dans ~Zq. S ix  = 
(xo : xl : ... : Xm) ~ pro(q), soit 
k(x) = max{j  Ixj ~ 0}. 
D6finissons l'application Ta de g/g(q,m + 1,d) dans ~(q ,m)  par 
Ta(f)(xo : ... : Xk(x) " O" ... : O) = f(xo ..... Xk(x),O ..... 0). 
Ta est une application lin6aire et 
Ker(Tcl) = Jd. 
Notons C(q,m,d) le code de Reed-Mfiller projectif d'ordre d sur 0:q, de longueur 
qm ÷ qm-1 ÷. . .  ÷ q ÷ 1 (cf. [7]): 
C(q,m,d)= Ta(~(q,m ÷ 1,d)) 
si bien que 
dim(Ker(Ta)) = d im(~(q,m + 1,d)) - dim(C(q,m,d)). 
La dimension de l'espace .~(q,m + 1,d) est (cf. [7]) 
( ) (m-q-d)  
dim .)~a(q,m + 1,d) = d 
et la dimension de C(q,m,d) est (cf. [8]) 
dim(C(q,m,d))= =d~v_~(~( -1 ) j (mT1)  ( 
0<t<d 
off le coefficient binomial 
(,-jq.÷m' / 
t - jq J 
est z6ro si t - jq  < 0. En conclusion nous avons 
Th~or~me 5.1. La dimension de l'espace Ja est donn& par 
//m+l 
dim(Jd)  = (mdd) - ,=~_~j~=o( -1 ) J (  
O<t~d 
t - jq÷m))  
t - jq 
m+l  (t--jq÷m~ 
j ) \ t--jq J]" 
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Remarque.  L'application qui fi d fait correspondre dim (C(q,m,d)) (dimension de la 
composante homog6ne de degr6 d du quotient 3~(q, m+ 1) / J )  est la fonction de Hilbert 
de la vari&6 oZm(q). 
Remarque. Calculons la dimension de Jd  dans quelques cas particuliers. 
- s id  < q on sait d'apr6s le Th6or~me 2.1 que 
dim(Ja) = O. 
- Si d=q+ 1 on peut calculer la dimension en utilisant le Th6orbme 5.1 (qui n'utilise 
pas le fair que f = J )  ou en remarquant que les polyn6mes x/qxj - X, Xf  (avec 
0 < i < j < rn) sont ind6pendams, si bien que 
dim{ ja" ~ _ m(m + 1) 
\}  2 
- Sid >__ re(q- 1)+ 1, on sait que (cf. [8]) C(q,m,d) est l'espace ~(q,m) tout entier, 
dont la dimension est Pm= qm 4- qrn-I 4-.. .  4- q + 1. Doric 
( ) (m4-d)  qm-, dim :¢d = d _(qm4- 4-...4-q4-1). 
5.2, Calcul de Ia dimension utilisant la r&olution libre 
Th~or~me 5.2. La dimension de l'espace Jd (composante homogOne de degrk d de 
l'idkal homogbne ngendrk par les polyn6mes XiX q - xiqx;) est 
( ) m+, ( ) ~o ld+(~+l ) (q_ l ) _ jq+m)  dim -Col = ~-~(-1)J m + l 
:=2 J \ d+(~+l ) (q -  1 ) - jq  " 
Preuve .  Remarquons que nous pouvons &fire 
.'V'j-1 - ~ ~(q,m + 1) 
O~q < "<i]~m 
o<~<j-2 
en identifiant, par une d6marche analogue ~ celle d6jb~ faite au paragraphe 3, l'61~ment 
j--2--~ de base ~ A-..AYi:.~ZjZ~ de .A'~-I avec l'61~ment de (~o%< ..... :_<,, ~(q ,m+ 1) 
0_<x<_:-2 
dont toutes les composantes sont nulles sauf celle d'indice (il,i2 ..... ij, ~) qui vaut I. 
Posons 
(.,fro) d = ~q~(q,m + 1,d), 
et pour j _ 2 
(A':j_l)d= ~ ~(q ,m+l ,d - (q+l ) -~-q( j -2 -~) ) .  
0~i  I < . -  <i) <m 
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Le module (A’“- r )d est gradue par deg Y;, A. ~.A~j=q+l,degZj=l etdegZ*=q. 
11 est alors aise de verifier que la restriction de dj a (,Vj)d a son image dans (u4rj-l)d 
et que la suite 
est exacte. Done 
dim(4d) =dim(Ker(s)) =dim(lm(dl)). 
En tenant compte du fait que 
dim (Zm(dk)) = dim ( (..4Fk)d) - dim(Ker(dk)) 
et que 
dim(Ker(dk)) = dim(lm(dk+i)) 
on Ctablit la formule 
dim(jd) = z(-l)idim( (N;-l)d) 
j=2 
qui compte tenu de la definition de et de la formule 
dim(.#(q,m + 1,k)) = (“c “) 
donne le resultat attendu. 0 
Remarque. Puisqu’on sait que l’ideal 9 coi‘ncide avec l’idtal 2 on obtient l’egalite 
combinatoire 
d+(cc+l)(q-I)-jqfm 
d+(a+l)(q- l)-jq 
En fait les deux formules dormant dim(Xd) et dim($d) ont et& obtenues indepen- 
damment du fait que 4 = 2, si bien que si l’on demontre directement l’egalite com- 
binatoire precedente, puiqu’on sait par ailleurs de faGon simple que 3 c 9, on obtient 
une autre demonstration du Theoreme 2.1. 
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Remarque. Nous remercions Michel Quercia de nous avoir foumi une d6monstration 
directe de l'6galit6 combinatoire indiqu6e. 
Exemple. Donnons quelques valeurs num6riques pour la dimension commune d im( Ja )  
:=dim( A~ d ) 
q=3,  m:2 ,  d= 4, d im= 3 
q=3,  m=2,  d= 7, d im= 23 
q=3,  m:2,  d= 9, d im:  42 
q=3,  m=2,  d=10,  d im:  53 
q= 3, m= 5, d= 4, d im:  15 
q=3,  m=5,  d= 7, d im= 484 
q:3 ,  m=5,  d= 9, d im=1644 
q=3,  m=5,  d :10 ,  d im:2640 
q=4,  m=2,  d= 4, d im= 0 
q=4,  m=2,  d= 7, d im= 15 
q=4,  m:2 ,  d :  9, d im= 34 
q=4,  m:2 ,  d=10,  d im= 45 
q = 4, m = 5, d= 4, d im= 0 
q=4,  m=5,  d= 7, d im:  210 
q=4,  m:5 ,  d :  9, d im:1030 
q=4,  m=5,  d=10,  d im=IS75.  
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